
Teoria przestrzeni Hilberta

Lista 4 (operatory sko«czonego rz¦du, obliczanie widma)

Zad 1. Niech K ∈ L(H) b¦dzie operatorem sko«czonego rz¦du Kx =
∑n

j=1〈x, ψj〉ϕj oraz
niech dim(H) = ∞. Rozwa»my macierz K̃ = [kij]

n
i,j=1, gdzie kij := 〈ϕj, ψi〉, i, j = 1, ..n.

Wykaza¢, »e

a) 0 ∈ σ(K) oraz dla λ 6= 0 zachodzi równowa»no±¢

λ ∈ σ(K) ⇐⇒ λ jest warto±ci¡ wªasn¡ macierzy K̃ = [kij]
n
i,j=1,

tj. σ(K) = σ(K̃) ∪ {0},

b) x jest wektorem wªasnym operatora K wtedy i tylko wtedy, gdy x =
∑n

j=1 xjϕj,

gdzie (x1, x2, ..., xn)
T jest wektorem wªasnym macierzy K̃. Dokªadniej

ker(λ−K) =


n∑
j=1

xjϕj ∈ H : K̃

 x1
...
xn

 = λ

 x1
...
xn




c) rezolwenta RK : C \ σ(K) → L(H) jest operatorem postaci RK(λ) = 1
λ
I − K(λ),

gdzie K(λ) jest operatorem sko«czonego rz¦du danym wzorem

K(λ)x =
1

det(λI − K̃)
det


[
λI − K̃

] 
〈x, ψ1〉
〈x, ψ2〉

.

.

.

〈x, ψ2〉


[ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn] 0


Zad 2. Obliczy¢ widmo i wyznaczy¢ rezolwent¦ dla nast¦puj¡cych operatorów

a) Kx = (2x(1) + x(2),−x(1), 1
2
x(1),−1

3
x(1), 1

4
x(1), ...), gdzie K : `2 → `2,

b) (Kf)(t) =
[∫ π

2

−π
2
f(s) cos s ds

]
4
π

cos t+
[∫ π

2

−π
2
f(s)s ds

]
sin t, gdzie K ∈ L

(
L2[−π

2
, π

2
]
)
.

Zad 3. Dla równania caªkowego

a) f(t)− λ
∫ 2π

0
f(s) sin(s+ t) ds = g(t) w przestrzeni H = L2[0, π],

b) f(t)− λ
∫ 1

0
et+sf(s)ds = g(t) w przestrzeni H = L2[0, 1],

wyznaczy¢ warto±ci parametru λ, dla którycz dla ka»dego g ∈ H równanie ma rozwi¡zanie
w H. Znale¹¢ te rozwi¡zania,

Zad 4. Niech P ∈ L(H). Pokaza¢, »e P 2 = P wtedy i tylko wtedy, gdy P jest rzutem.

Zad 5. Niech P = P 2 ∈ L(H). Wykaza¢, równowa»no±¢ nast¦puj¡cych warunków

i) P jest rzutem ortogonalnym,

ii) ‖P‖ = 1,

iii) P = P ∗.

Zad 6. Pokaza¢, »e rzut mo»e mie¢ dowolnie du»¡ norm¦.

Zad 7. Obliczy¢ widmo i wyznaczy¢ rezolwent¦ rzutu.


